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АДАПТАЦИЯ ДИНАМИЧЕСКОЙ ПРОИЗВОДСТВЕННОЙ МОДЕЛИ  
 

Рассматривается максимально агрегированная модель выпуска продукции с аб-
страктной технологией при условии баланса трудовых и финансовых ресурсов. Учитыва-
ются условные экзогенные факторы технического прогресса. Модель приводится в без-
размерное состояние с помощью производственных индексов и относительных перемен-
ных. После линеаризации проблема сводится к исследованию уравнения множественной 
линейной регрессии с нестандартными случайными остатками. Предполагается, что на 
каждом шаге остаточная случайная величина линейно связана с величиной произведенного 
продукта. Параметры регрессии с новыми переменными корректируются (адаптируют-
ся) по методу минимизации квадратической ошибки при переходе к новому наблюдению. 
Значение работы заключается в акцентировании существенных особенностей алгоритма 
адаптации и его практической реализации в конкретной постановке.  

Ключевые слова: адаптация динамической модели, минимизация квадратической 
ошибки, смещенная оценка нестандартных случайных остатков, обобщенный метод 
наименьших квадратов. 

 
T.A. Ryzhkina 

ADAPTATION OF A DYNAMIC PRODUCTION MODEL 
 
The paper considers the most aggregated model of output with abstract technology, subject 

to a balance of labor and financial resources. The conditional exogenous factors of technological 
progress are taken into account. The model is brought into a dimensionless state using produc-
tion indices and relative variables. After linearization, the problem boils down to the study of the 
multiple linear regression equation with non-standard random residuals. It is assumed that at 
each step, the residual random variable is linearly related to the value of the product produced. 
The regression parameters with new variables are adjusted (adapted) by the method of minimiz-
ing the squared error in the transition to a new observation. The significance of the work is to 
emphasize the essential features of the adaptation algorithm and its practical implementation in a 
specific setting 

Key words: adaptation of the dynamic model, minimization of the quadratic error, biased es-
timation of non-standard random residuals, generalized least-squares method. 

 
Введение 
Динамическая производственная модель имеет общий характер безотносительно к со-

держанию реальных производственных процессов, но отражает устойчивые количествен-
ные связи между ресурсами и готовым продуктом. Реалии производственной деятельности 
в совокупности понимаются как абстрактная технология. Исследуемая функция, определя-
емая двухкомпонентной ресурсной базой [1], имеет вид 

  

,21
 exxAQ        (1) 
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21 , xx  – затраты финансовых и трудовых ресурсов;  , – эластичности функции Q по 21 , xx  

соответственно. Коэффициент A определяется технологией производства и экзогенными 
факторами. В данном рассмотрении принимается равным единице. Величина ε выражает 
случайные отклонения в сравнении эндогенного и модельного значений lnQ. 

Эластичность функции Q по соответствующему ресурсу из набора 21 , xx  понимается 
как изменение функции Q (в процентах) при изменении ресурса на один процент. При 
этом совокупная эластичность )(    по факторам показывает возрастающую пользу 
(экономию в масштабах производства), если .1   При постоянной отдаче от Q эта 
сумма имеет вид: .1   В случае убывающей пользы (роста удельных издержек) сово-
купная эластичность .1   

Рост численности работников при постоянной отдаче от Q ( 1  ) не влияет на 
производительность труда [1, 2]. 

Формула (1) отражает изменение ресурсов и масштабов производства во времени 
только в количественном аспекте. Однако при моделировании производства с помощью 
производственных функций необходимо учитывать его изменения во времени под воздей-
ствием технического прогресса (ТП). 

Одним из реальных способов внедрения ТП в материальные условия производства явля-
ется модель Р. Солоу. Согласно этой модели ТП как экзогенная переменная имеет место в 
основных фондах. Оборудование с течением времени становится более эффективным [1, 2]. 

Итак, с учетом ТП модель Солоу имеет вид [1, 2] 
 

,21
  exxAQ     (2) 

 
где τ–время. 

Если μ=0, то рост производительности труда может быть обеспечен только за счет ро-
ста фондовооруженности труда или возрастания полезности факторов производства [2].  

Операция в линеаризованном виде при условии замещения ресурсов ( .1  ) и 
технологического параметра A=1 может быть выполнена по одному из вариантов: 

 
,)1()/ln()/ln( 1212 ttxxxQ                            (3) 

 
.)1()/ln()/ln( 2212 ttixixixiQ                                    (4) 

 
Уравнение (4) предпочтительней, так как в нем отсутствует размерность экономиче-

ских переменных за счет перехода к производственным индексам: 
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Оценки параметров и случайных остатков уравнений (3–4) смещаются по отношению 

к оценкам параметров и случайных остатков в уравнениях(1–2) в связи с переходом от пе-
ременных Q, 21 , xx (или от их индексов)к переменным 212 /,/ xxxQ (или )/,/ 212 ixixixiQ , 
а также вследствие линеаризации формул .Кроме формальных причин, предполагается 
прямая линейная зависимость остатков от достигнутого уровня в производстве на преды-
дущем этапе. Дисперсия случайных остатков имеет множитель (iQ)2. 
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Итак, остаточные случайные величины ε1t, ε2t гетероскедастичны. Требуется примене-
ние обобщенного метода наименьших квадратов (ОМНК) [2, 3]. 

Модель (4) с индексами (5) преобразовывается по ОМНК в уравнение с взвешенными 
переменными (с весами(iQ)-1), к которому можно применить обычный МНК [2, 3]: 

 
.)()1()()/ln()()/ln()( 2

11
21

1
2

1
tiQtiQixixiQixiQiQ                   (6) 

 
Адаптация коэффициентов модели двухфакторной регрессии 
Введением новых обозначений в уравнении (6) оно преобразуется к виду 
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Итак, для получения более подходящей модели имитации временного ряда (ВР) 

наблюдений коэффициенты формулы (7) рассматриваются в зависимости от входящего 
потока и ошибки вычислений в момент (t+1). 

Анализ ошибки с квадратом на момент (t+1) 
 

2
11

2 )( tttt uzwe                                                          (8) 

 
с точки зрения достижения ею минимума в двухмерном пространстве [4] приводит к 

рассмотрению классической задачи минимизации квадратической функции двух перемен-
ных градиентным способом. Уменьшение ошибки может быть достигнуто в направлении 
антиградиента, т.е. по методу «наискорейшего спуска» [4, 5]. 

Корректировка вектора коэффициентов B= (α, µ) может быть выполнена по правилу 
 

),( 1
2
 tsn ekgradBB       (9) 

 
где Bn, Bs, k – векторы новых, старых коэффициентов и скорость движения (k>0) в направ-
лении антиградиента соответственно. 

Если теперь в момент(t+1) использовать новые коэффициенты Bn, имея в виду, что 
ошибка по абсолютной величине должна стать меньше, получится неравенство[4, 5] 
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где ,2
ne

2
se – новая и старая ошибки с квадратом соответственно. 

Для регулировки скорости k с помощью неравенства (10) вводится в рассмотрение па-
раметр адаптации λ, ),2,0(  [4]. 

Тогда k определяется через λ так: 
 

)(2 22
tt uz

k





.                                                             (11) 

 

Параметр λ на весь период имитации принимается заданным и постоянным, а скорость 
k – переменной величиной. Оптимизация модели достигается подбором λ с учетом (10). 
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Коэффициенты вектора B= (α,µ) преобразуются по следующим формулам: 
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 .                                   (12) 

 
Получена рабочая формула для корректировки коэффициентов на каждом шаге в поле 

наблюдений и на один шаг вперед за пределы поля для предсказания ближайшего значе-
ния модельной переменной. Вторые слагаемые в (12) обозначаются символами ss   ,  

соответственно. Построение линейной модели и вычисления адаптированных коэффици-
ентов выполняются в ПППMSExcel. 

Практическое применение описанного алгоритма начинается с чистого регрессионного 
анализа коэффициентов уравнения (7), τ=t-1=0. Выбирается параметр адаптации. Коэффи-
циенты полученной чистой регрессии далее предполагаются переменными. Их корректи-
ровка выполняется по формулам (12), вычисляется модельная переменная tw


 по формуле 

(7) для выполнения первого шага. Процедура корректировки коэффициентов и вычисле-
ния tw


 повторяются. Один шаг вперед (вне поля наблюдений) потребует вычисления 10w


. 

Итерационный процесс продолжается до наступления момента t=n+1 включительно. 
 
Пример адаптации модели 
Требуется построить модель, формирующую валовый отраслевой продукт Q (млн) в 

зависимости от инвестиций 1x  (млн.) и среднегодовой численности 2x  занятых трудовой 
деятельностью (тыс. чел.) по информации за десять периодов (табл. 1). 

Решение 
Алгоритм решения задачи начинается с подготовки данных к применению регрессион-

ного уравнения (7), которая представляется с помощью табл. 2, 3, 4. 
 

Таблица 1 
Наблюдения для регрессионного анализа 

Table 1 
Observations for regression analysis 

 
Период Q x1 x2 

1 337,7 650 89,1 

2 354,0 710 90,5 

3 363,3 773 91,9 

4 385,7 836 93,0 

5 405,6 900 94,1 

6 426,3 968 95,3 

7 438,3 1040 96,1 

8 462,2 1113 96,6 

9 486,7 1190 97,5 

10 523,4 1270 98,2 

Средние 
значения 

418,32 545 94,23 
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Переход к производственным индексам отражен в табл. 2 
Таблица2 

Производственные индексы 
Table 2 

Production Indices 
 

Период iQ ix1 ix2 

1 1 1 1 

2 1,048267693 1,092307692 1,015712682 

3 1,075806929 1,189230769 1,031425365 

4 1,142137992 1,286153846 1,043771044 

5 1,201066035 1,384615385 1,056116723 

6 1,262363044 1,489230769 1,069584736 

7 1,297897542 1,6 1,078563412 

8 1,368670418 1,712307692 1,084175084 

9 1,441220018 1,830769231 1,094276094 

10 1,549896358 1,953846154 1,102132435 

Средние 
значения 

1,238732603 1,453846154 1,057575758 

 
Относительные переменные, переход к логарифмам и динамика 

представлены в табл. 3. 
 

Таблица 3 
Линеаризация данных 

Table 3 
Data linearization 

 
Период t Ln(iQ/ix2) Ln(ix1/ix2 ) τ= t-1 

1 0 0 0 

2 00,03154847 0,072702091 1 

3 0,042129317 0,142364991 2 

4 0,090061779 0,208816092 3 

5 0,128610813 0,270823688 4 

6 0,16571492 0,330989248 5 

7 0,185115699 0,394373648 6 

8 0,233020364 0,457022582 7 

9 0,275396946 0,51464318 8 

10 0,340941182 0,572552936 9 

Средние 
значения 

0,149253949 0,296428846 4,5 

 
Преобразование данных с учетом смещения случайных оценок неизвестных парамет-

ров и случайной остаточной величины в уравнении (4) показано в табл. 4. 
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Таблица 4 
Взвешенные данные для регрессионного анализа и адаптации 

коэффициентов динамической модели 
Table 4 

Weighted data for regression analysis and adaptation dynamic model coefficients 
 

Период t wt zt ut 

2 0,0305687 0,070444254 0,968943991 

3 0,040391305 0,136491836 1,917491581 

4 0,082305184 0,190831748 2,741624175 

5 0,113089561 0,238139634 3,51726447 

6 0,140408221 0,280443134 4,236438722 

7 0,153832651 0,327727708 4,986048791 

8 0,184584155 0,362024699 5,544962098 

9 0,209100825 0,390753474 6,074165392 

10 0,242443524 0,407142812 6,399906594 

Средние значения 0,119672413 0,24039993 3,638684581 

 
Чистый регрессионный анализ в электронных таблицах MSExcel дает регрессионную 

модель вида 
 

.1283,04458,1 tttt uzw                                                (13) 

 
На первом этапе используется первое предсказанное значение 0,022434. Корректиров-

ка коэффициентов уравнения (13) с параметром λ=0,5 выполняется в табл. 5. 
 

Таблица5 
Адаптация коэффициентов уравнения (5) 

Table 5 
Adaptation of the coefficients of equation (5) 

 

t wt wt-1 et zt ut s  s  αt μt 

2 0,03057 0,02243 0,00813 0,07044 0,96894 0,00030 0,00418 -1,4455 0,1324 

3 0,04039 0,04861 -0,00822 0,13649 1,91749 -0,00015 -0,002132 -1,4456 0,1303 

4 0,08230 0,07575 0,00655 0,19083 2,74162 8,27798E-05 0,00119 -1,4456 0,1315 

5 0,11309 0,10684 0,00625 0,23814 3,51726 5,98473E-05 0,00090 -1,4455 0,1324 

6 0,14041 0,13793 0,00248 0,28044 4,23644 1,9307E-05 0,00029 -1,4455 0,1327 

7 0,15383 0,16571 -0,01188 0,32773 4,98605 -7,79611E-05 -0,00120 -1,4456 0,1315 

8 0,18458 0,18781 -0,00323 0,36202 5,54496 -1,89378E-05 -0,00029 -1,4456 0,1312 

9 0,20910 0,21416 -0,00506 0,39075 6,07420 -2,6666E-05 -0,00041 -1,4456 0,1308 

10 0,24244 0,232243 0,01020 0,40714 6,39991 5,04929E-05 0,000793 -1,4456 0,1316 

11 0,25353 0,24244        
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Последовательность значений адаптивной модели wtадап, начиная со второго шага 
применением уравнения (7) с адаптированными коэффициентами, имеет вид: 0,0265015; 
0,0525481; 0,0846604; 0,1213927; 0,15669; 0,1818553; 0,2041521; 0,2295246; 0,2535338. 

Последнее значение 0,2535338 адаптивной модели является предсказанием в ее пове-
дении на один шаг вперед. Среднее квадратическое отклонение от исходных данных со-
ставляет величину, меньшую 0,3*10-3. Модель на выходе из поля наблюдений показывает 
некоторое превышение по отношению к исходному продукту. 

Среднее квадратическое отклонение неадаптированной модели от исходных данных 
составляет величину 1,5*10-2. Таким образом, адаптированная модель явно лучше. 

При выборе параметра адаптации λ=1 предсказание на один шаг вперёд равно 
0,2748879. Это означает усиление тенденции в превышении значений произведенной про-
дукции. Выбор λ лучше производить в интервале (0; 0,5). 

Выбор параметра адаптации на все время рассмотрения осуществляется методом проб. 
 
Заключение 
Новизна выполненной работы заключается в комбинации методов: преобразование 

экономических переменных, статистические оценки, чистый регрессионный анализ, адап-
тация, примененная к взвешенной регрессии в стандартизованном виде, пробные вычисле-
ния при разных значениях параметра адаптации. 

Цель исследования состоит в получении адаптивной модели, наиболее соответствую-
щей исходным данным. Критерием в подборе модели, отвечающей поставленной цели, яв-
ляется дисперсионный анализ статистических оценок неизвестных параметров и остаточ-
ных случайных величин. 

В большинстве экономических задач, требующих построения эконометрических моде-
лей, случайные остаточные величины имеют неоднородную структуру, могут зависеть от 
факторов и результата наблюдений самыми разными способами. 

Описанный алгоритм реализуется в конкретной постановке. Ее особенностью являют-
ся случайные остатки от модели с переменной дисперсией на каждом шаге. В таких обсто-
ятельствах происходит смещение полученных оценок при использовании классического 
метода имитации результатов. Применяется взвешенный МНК. Принята к рассмотрению 
гипотеза о линейной зависимости случайных остатков от результатов наблюдений как до-
стоверная статистическая гипотеза. Экспериментальный подбор параметра адаптации 
осуществляется в интервале (0; 2). 

Научные методы и подходы в данной работе могут быть полезны в определении тем 
выпускных работ в бакалавриате и магистратуре по экономическим специальностям.  
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