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ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ  

В ЗАДАЧЕ ВОССТАНОВЛЕНИЯ ФОРМЫ СИГНАЛА 
 
Рассматривается задача выделения сигнала с конкретным набором значений и параметров на 

фоне помех и других сигналов при помощи многомерной линейной фильтрации. Распространяющиеся 
в пространстве акустические сигналы представлены в виде пространственно-временных функций, 
обработка которых производится методами многомерного Фурье-анализа. 
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ELEMENTS OF THE THEORY OF LINEAR SYSTEMS  
IN THE PROBLEM OF RECONSTRUCTING THE WAVEFORM 

 
The paper considers the problem of extracting a signal with a specific set of values and parameters 

from noise and other signals using multivariate linear filtering. Propagating in space acoustic signals are 
represented as space-time functions, processing of which is produced by methods of multidimensional Fou-
rier analysis. 

Key words: multidimensional filtering, Fourier transform, acoustic wave, antenna array, spatio-tem-
poral spectrum of signal. 

 
Как правило, обработка сигналов, передаваемых с помощью распространяющихся волн, 

ставит своей целью выделение сигнала на фоне шума, помех или других сигналов. Поэтому 
данную задачу можно интерпретировать как локализацию энергии сигнала по времени, по 
частоте, направлению распространения или какой-то другой переменной. Задача обработки 
включает в себя приём и анализ распространяющихся сигналов с помощью как пассивных, 
так и активных систем. 

Пассивная система принимает сигналы, распространяющиеся от удалённого источника, 
и затем анализирует их. В противоположность ему активная система сама излучает акусти-
ческие волны, которые можно фокусировать в определённом направлении в виде луча. Это 
излучение отражается объектами (фактически разрывами непрерывности среды распростра-
нения) и возвращается к приёмнику, где оно анализируется. Многомерную фильтрацию 
можно применять для извлечения информации из сигнала, передаваемого с помощью рас-
пространяющихся пространственных волн, так как она даёт методологию выделения сигна-
лов с конкретным набором значений параметров. Можно также использовать многомерный 
спектральный анализ применительно к задачам выделения сигналов. Измерение многомер-
ного спектра позволяет выделять компоненты сигнала в различных частотных диапазонах и 
оценивать их интенсивность [1, 2]. Распространяющиеся в пространстве волны и сигналы, 
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которые они переносят, можно представить в виде пространственно-временных функций, 
поэтому их анализ может производиться методами многомерного Фурье-анализа [1, 2]. 

Рассмотрим применение методов многомерной линейной фильтрации к задачам пред-
ставления сигнала на различных дальностях и глубинах относительно приёмной антенны. 

Основная задача моделирования условий распространения сигнала, как правило, заклю-
чается в вычислении потерь на распространение волн, создаваемых гармоническим точеч-
ным источником [3, 4, 7]. Между тем при решении задач обработки сигналов нередко возни-
кает необходимость восстановления формы сигнала (не обязательно гармонического) в зави-
симости от глубины и дальности от приёмной антенны. Идеализированная геометрическая 
постановка этой задачи представлена на рисунке. 

 

 
 

Пример распространения акустического сигнала 
Example of acoustic signal propagation 

 
Переменная x задаёт дальность от приёмной антенной решётки, а величина Z0 определя-

ет глубину положения антенны. Предполагается, что гидроакустическая волна p(x,z,t) рас-
пространяется от источника с постоянной во всех точках скоростью c. Её распространение 
описывается двумерным гиперболическим волновым уравнением [3, 4] 
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где t – координата времени; z – глубина. 

Антенная решётка измеряет значения p(x,z,t) в точке с координатами x = 0, z = z0, что да-
ёт граничные условия для дифференциального уравнения в частных производных p(0, z0, t). 

Нашей задачей является определение функции  p(x,z,t), т.е. профиля волны, на дально-
стях x и глубинах z. Эту задачу можно отнести к области обратных задач. Определим дву-
мерные преобразования Фурье волнового поля на расстоянии x следующим способом [2, 5]: 
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 ,  (3)   zzz dfdkzkftjfkxPtzxP )2(exp),,(),,(   





 
где kz – волновой вектор, который представляет собой пространственную частоту, показыва-
ет количество волн, укладывающихся в единичной длине координаты z; f – временная часто-
та; 1j  – мнимая единица. 

Произведём преобразование Фурье обеих частей волнового уравнения (1), учитывая его 
следующие свойства: 
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В результате получим 
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Полученное уравнение является обычным дифференциальным уравнением второго по-

рядка по переменной x с характеристическим уравнением вида 
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Тогда общее решение уравнения (6) можно записать в виде 
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Положительная экспонента соответствует волне, которая распространяется вправо, а от-
рицательная – волне, распространяющейся влево. Поскольку предполагается, что нас инте-
ресует волна, распространяющаяся влево, можно положить B = 0. В результате (9) преобра-
зуется к виду 
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Далее произведём двумерное преобразование Фурье по t и z принятого сигнала на ан-

тенной решётке p(0,z,t) и получим 
 

 . (11)  
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Отсюда видно, что теперь граничные условия имеют вид P(0,kz,f). И тогда 
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Подставляя (12) в (10), получим окончательное выражение для волнового поля 
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Определим некоторый интервал экстраполяции x. С учётом x выражение (13) можно 

переписать в виде 
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Обозначим 
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Учитывая (15), выражение (14) запишется в следующем виде: 
 
 ),,(),,( fkxPfkxxP zz  . (16) 
 
Выражение (16) представляет собой хорошо известное соотношение фильтрации в час-

тотной области [1,6], когда некоторый сигнал, представленный P(x,kz,f), фильтруется фильт-
ром с частотной характеристикой H(kz,f). При этом H(kz,f), как видно из (15), является линей-
ным фазовым фильтром, инвариантным к сдвигу, и имеет смысл линейного оператора экст-
раполяции. Кроме того, как следует из выражений (13), (14) и (16), процедура расчётов имеет 
рекуррентный вид. В этом случае для вычислений на следующем шаге необходимо, если 
требуется, изменить величину x и скорость распространения звука c, которая может изме-
няться в зависимости от дальности и глубины. 

Для перехода в пространственно-временную область в соответствии с (2) требуется вы-
полнить обратное преобразование Фурье выражения (16), в результате получим 
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 . (17)  



 zzzz dfdkzkftjfkHfkxPtzxxp )]2(exp[),(),,(),,( 

 

Рассмотрим теперь случай, когда скорость звука изменяется с расстоянием и глубиной. 
Снова обратимся к граничным условиям, когда x=0. Будем считать, что на антенную 

решётку под углом θ приходит плоская волна. В этом случае сигнал p(0,z,t) будет иметь вид 
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где  θ – угол между нормалью к решётке и фронтом волны. 
Тогда двумерное преобразование такого сигнала имеет следующее выражение: 
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где L – размеры апертуры антенны; T – длительность сигнала; c0 – скорость звука при x = 0, z0. 

Произведём в выражении (18) замену переменной   sin
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подставим в (18) и получим 
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Окончательно 
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Положим теперь, что на расстоянии x от антенной решётки и на глубине z скорость 
звука имеет значение c1. В этом случае выражение (15) для экстраполирующего фильтра 
примет следующий вид: 
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И тогда согласно формуле (13) на расстоянии x и на глубине z, на которой скорость 

звука имеет величину c1, окончательно получим выражение для пространственно-временного 
спектра сигнала: 
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Для получения сигнала в пространственно-временной области теперь необходимо вы-

полнить обратное преобразование Фурье в соответствии с выражением (2): 
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где fb – верхняя временная частота; kzb – верхнее волновое число по координате z. 
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